Semana 2

= En la segunda semana se sugiere resolver los ejercicios 10 a 19 de la Guia 1.

= Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas coorrespon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios correspondientes a la semana 2. Los ejercicios propuestos que no estan en la guia
(pero que se relacionan con los mismos) no tienen numeracién.

Conjuntos linealmente independientes

Antes de hacer ejercicios de independencia lineal, recordemos su definicién:

Definicién. Sea V un K-espacio vectorial. El conjunto {vy,va,- -+ ,v,.} CV es linealmente indepen-
diente (de ahora en mds abreviamos LI) si dados ai,as, - ,a, € K tales que

a1vy + agve + - - - + a,vp = Oy
entonces a1 = ag = -+ = a, = 0.
Recordar que Oy denota el elemento neutro del K-espacio vectorial V.

Ejercicio 1.10: Determinar cuéles de los siguientes subconjuntos son LI en su correspondiente
espacio vectorial.

1 3 0
a) El subconjunto { | 3 |, 5 1, | =5 |}
—2 —6 6

Dem. Vamos a resolver el problema de dos maneras.
Por definicién: Sean a, b, c € R tales que

1 3 0 0
a 3 +b 5 4+c | -5 |=10
-2 —6 6 0
Operando, nos queda el siguiente sistema a resolver,
1 3 0 a 0
3 5 =5 b | = 0 | . Resolviendo el sistema, obtenemos que a = b = ¢ = 0.
-2 —6 6 c 0

Entonces el conjunto es LI.

Triangulando la matriz que resulta de colocar los vectores en fila:

Recordemos que cuando triangulamos una matriz, podemos realizar las siguientes operaciones
entre las filas:



i) intercambiar filas,
ii) multiplicar una fila por un escalar no nulo,

iii) reemplazar una fila por esa fila sumada a un multiplo de otra.

1 3 0
Llamemos v = 3 , Vg = 5 ,v3 | —5 |, coloquemos dichos vectores en las filas de
-2 —6 6
una matriz y triangulemos.
V1 1 3 =2 1 3 =2 1 3 =2
ve | = 3 5 —6 = 0 -4 0 = 0 -4 0
v3 0 =5 6 | ™32 | g 5 6 |=i%2% |0 0 6

En la Observacién 1 (cuyo enunciado y demostraciéon se encuentra al final de este archivo), se
demuestra que las operaciones que realizamos entre los vectores (colocados en las filas de una ma-
triz) cuando triangulamos dicha matriz no modifican su independencia lineal. Es decir, si llamamos

1 0 0
v = 3 |,vh= | —4 | yvf= | 0|, entonces claramente {v],v},v4} es un conjunto LL
—2 0 6

Equivalentemente, por la Observacioni 1 (ver su demostracién al final de este archivo), el conjunto
original {v1, vo,v3} era LI.

La utilidad de este “método” es que si al triangular la matriz, una fila hubiera dado nula, entonces
el vector que originalmente estaba en dicha fila es LD con el resto de los vectores. La desventaja de
este método es que (obviamente) sélo se puede aplicar a una cantidad finita de vectores de C™ (con
la suma y el producto por escalares usuales de C"). ]

Ejercicio 1.11: Hallar todos los valores de a € R para los cuales los siguientes subconjuntos son
linealmente dependientes (LD) en su correspondiente espacio vectorial.

a) El subconjunto {1 + ax + 32%,4 + 5z + 72%,a + x + 2%} en Ry[x].

Dem. Para este ejercicio no podemos usar la Observacién 1 (no tenemos vectores de C" sino poli-
nomios) asi que lo haremos por definicién. Sean «, 5, € R tales que

a(l + ax + 32%) + B(4 + 52 + 72?) + v(a + = + 2*) = 0 para todo z € R.

Buscaremos para qué valores de a € R, obtenemos que o = = « = 0; para esos valores de a el
conjunto serd LI, o equivalentemente, cuando a NO adquiera eso valores el conjunto serd LD.
Operando y sacando factor comiin 1, 2,22 en la ecuacién anterior, tenemos que:

1(a+4B8 +ay) +z(aa + 58 +7) + 2*(3a + 78 ++) = 0 = 0(z) para todo = € R,

donde O denota al polinomio nulo (es decir al elemento neutro de Ra[z]). Como sabemos que el
conjunto {1, z, 2%} es LI en Ro[z] y tenemos una CL de dichos vectores igualada al elemento neutro



de Ro[z] vale que av 4+ 48 + ay = aac + 58 + v = 3a + 7 + v = 0. Escrito de manera matricial, el
sistema anterior es equivalente a

1 4 «a o 0
a 5 1 B1=10
3 7 1 0% 0

Como tenemos una matriz cuadrada de 3 x 3, sabemos que el determinante de dicha matriz es no nulo
si y sélo si la solucién del sistema anterior es la trivial (¢ = 8 = = 0) si y s6lo si el subconjunto
de vectores iniciales es LI. Equivalentemente, el determinante de la matriz en cuestiéon es nulo si y
solo si la solucién del sistema es no trivial si y sélo si el subconjunto de vectores iniciales es LD.
Calculemos el determinante:

1 4 a
det( | @ 5 1 |)=7a®>—19a+10. Entonces 7a®> —19a+10 = 0 si y s6lo si a = % 6 a =2. Para
3 71

eso valores de a el subconjunto {1 + az + 32%,4 + 5z + 722, a + = + 22} es LD o equivalentemente
sia € R\ {2,2} el subconjunto {1+ azx + 322, 4 + 5z + 722, a +x + 22} es LL

Observar que podemos usar este “método” del determinante cuando el sistema a resolver tiene
la misma cantidad de incégnitas que de ecuaciones (es decir nos quedan matrices cuadradas). Si ese
no es el caso, el determinante no esta definido y hay buscar otras maneras de resolver el problema.
Por ejemplo, triangulando la matriz que nos quedé y viendo para que valores de a una (o mas) filas

se anulan. O
Ejercicio 1.12: Sean V un K-ev, {vy,v2, -+ ,v2} € V un conjunto LI, y A = [a;;] € K"*". Para
cada j € {1,2,--- ,n} se definen los vectores w; := > 1" | a;;v;. Mostrar que {wy, wa,- -+ ,wyp} es LI

si y sélo si det(A) # 0.

Dem. Sean aq, s, --a, € K tales que
Q1w + aswsy + - -+ + apwy, = Oy. (1)

Entonces el conjunto {wy,ws, -+ ,wy} es LIsiy sélosi oy =ag =-+-=a, =0.
Para demostrar esto, veamos qué pinta tiene la expresién (1) desarrolldndola:

a1wW1 + QW + -+ - + AWy = al(anvl + ag21v9 + -+ + anwn)—i-

aa(a12v1 + agva + -+ Apavn) + -+ + an(a1pv1 + a2pv2 + - Anpvy) = Oy
Si sacamos factor comun los vectores v1,vs, -+ , v, en la expresion de arriba, entonces:

vi(aqarr + agaiz + - - - + apaiy) + va(@rag + agage + -+ - + apag,) + - -+

vn(a1an1 + a2ana + - -+ + Apany) = Oy.

Como el conjunto {vy,ve,- - ,v,} es LI (por hipétesis) y arriba tenemos una CL de dichos vectores
igualada a Oy tenemos que cada escalar que multiplica a dichos vectores es nulo, es decir:



ararl + agaig + -+ apar, =0

Q1091 + a9 + -+ apagy, =0

a1Gp1 + Q2an2 + -+ + QpGpy = 0.

Como A = [a;;] € K™"*" este sistema de ecuaciones es equivalente a
J 9

Qg
Al =o0 (2)

Qp
Por lo tanto {wi,wa, - ,w,} es LI si y sélo si ay = ag = -+- = a, = 0, si y s6lo si la unica
solucién del sistema (2) es la trivial, si y sélo si A es inversible (acd usamos que A es cuadrada), si
y sélo si det(A) # 0. O

Ejercicio 1.14: Determinar cuédles de los siguientes conjuntos de funciones son L.I
b) G = {1+ 3sin(x) — 2cos(z),3 + 5sin(x) — 6 cos(x), —Hsin(z) + 6 cos(z)}.

Recordemos que, dadas f,g: I — R (es decir dos funciones definidas en un intervalo I C R que
toman valores en R). Entonces

f=gsiysdlosi f(x) = g(r) para todo x € I.

Repasemos lo que nos dice el Teorema del Wronskiano (leer los detalles y demostracién (por
ejemplo) en el apunte de Mansilla):

Teorema 1. Sean {f1, fo, -+, fa} un conjunto de funciones pertenecientes a C" (1) (es decir
funciones con n — 1 derivadas continuas) tal que existe xo € I tal que W(f1,---, fn)(zo) # 0.
Entonces el conjunto {f1, fo, -+, fn} es LL

Observar que el teorema NO es un “si y s6lo si”. Es un teorema del tipo “si p entonces ¢”. Es
decir, con ese teorema podemos decir que si el conjunto de funciones es LD, entonces el Wronskiano
se anula en todo punto (“no g entonces no p”). El Teorema NO me dice qué pasa si el Wronskiano se
anula en todo punto. De hecho, el ejercicio 1.16 es un ejemplo de un conjunto LI cuyo Wronskiano
se anula en todo punto.

Ahora si, tratemos de resolver el ejercicio:

Dem. Vamos a resolverlo de dos maneras. Usando el teorema anterior y por definicién.

Para eso llamemos, f(z) = 1+ 3sin(z) — 2cos(x), g(x) = 3 + 5sin(x) — 6cos(z), h(r) =
—5sin(z) 4 6 cos(x).

Usando el Teorema anterior:

Claramente f,g,h € C?(R) (de hecho son infinitamente derivables con derivadas continuas).
Calculamos el Wronskiano.



1+ 3sin(z) —2cos(x) 3+ 5sin(z) — 6cos(z) —bHsin(z) + 6 cos(z)
W(f,g,h)(x) =det 3 cos(x) + 2sin(x) 5cos(z) + 6sin(x)  —5cos(z) — 6sin(z)
—3sin(z) + 2 cos(z) —5sin(x) + 6cos(z)  Hsin(x) — 6 cos(z

Ahora deberfamos calcular el determinante de esa matriz de 3 x 3. Recordar que el teorema que
vimos nos dice que basta con encontrar un punto donde el Wronskiano no se anule para probar que
el conjunto es LI. Entonces podemos hacer eso, es decir, proponemos un valor (conveniente) y vemos
qué pasa con el Wronskiano en ese valor. De esa manera, nos ahorramos de calcular el Wronskiano
de manera general para todo x. Por ejemplo, podemos tomar = = (. Entonces,

-1 -3 6
W(f,g,h)(0) =det 3 5 =5 |=24+#0.
2 6 -6

Como encontramos un punto (en este caso x = 0) donde W no se anula, por el teorema de arriba,
concluimos que el conjunto es LI.
Por definicién: Sean a, b, c € R tales que

af +bg+ch=0. (3)

Veamos que a = b = ¢ = 0. Observar que en la ecuaciéon anterior 0 representa a la funcién nula,
es decir la funcién tal que 0(z) = 0 para todo x € R. En la Semana 1 vimos que 0 es el elemento
neutro del R-espacio vectorial C'(R) (de manera similar se puede probar que 0 es el elemento de
neutro de C™(R) para cualquier n € N). Observar que en (3) tenemos una igualdad de funciones.
Entonces, usando lo que vimos arriba para igualdad de funciones, tenemos que vale que:

af(x) 4+ bg(z) + ch(x) = 0(z) = 0 para todo = € R.

Donde ahora el 0 obviamente es el nimero real 0. Escribiendo la expresion de las funciones, nos
queda:

a(l 4+ 3sin(x) — 2cos(x)) + b(3 + 5sin(z) — 6 cos(z)) + c(—5sin(z) + 6 cos(z)) = 0 para todo = € R.

Usando esa expresién, tenemos que probar que a = b = ¢ = 0. Como la ecuaciéon anterior
vale para todo z, podemos proponer 3 valores de x. De esa manera, nos quedard un sistema de 3
ecuaciones con 3 incégnitas, resolvemos el sistema y vemos si su solucién es la trivial.

Por ejemplo, si proponemos x = 0, nos queda: —a — 3b + 6¢ = 0. Si proponemos, * = 7, nos
queda 4a + 8b — 5¢ = 0. Por 1ltimo, si proponemos z = —7, nos queda —2a — 2b + 5¢ = 0.

—a—3b+6c=0

Es decir, nos queda el sistema: < 4q + 8b — 5¢ =0

—2a—2b+5¢c=0

Resolviendo, nos queda que a = b = ¢ = 0, es decir la tnica solucién es la trivial. Por lo tanto el
conjunto {f,g,h} es LI



Ejercicio Pensar qué hubiera pasado, si con los 3 valores de & que propusimos, el sistema de
ecuaciones que obteniamos hubiera dado indeterminado. Pregunta: Se puede concluir entonces que
el sistema es LD? Spoiler alert: NO. Tratar de meditar esto; resolver el ejercicio 1.16 puede ayudar

a entender mejor esta pregunta.
O

Ejercicio 1.15: Observar que los siguientes conjuntos de funciones estan contenidos en el
R-espacio vectorial C*°(R) y comprobar que son linealmente independientes.

c) {eM® er2 ... e} donde Ai, Ag,- -, A\, son n nimeros reales distintos dos a dos.

Primero entendamos la pista que nos dan. Si A\ < Ay < --- < A\, como \; — A\, < 0 para todo

ie{l,2,--- ,n— 1} vale que
lim ePi—An)e —
r—00

9

para todo i € {1,2,--- ,n — 1}. Este es un resultado de Andlisis I. Si no estédn convencidos, vuelvan
a repasar eso.

Miés atin (esto prueba un poco mds que la pista que nos dan en el problema), si aj, -+ ,a,—1 € R,
usando las propiedades de limite (de sucesiones convergentes) también vale que

n—1
lim aieNiTAn)T —
1

T—00 4
1=

Dem. Claramente {eM% 2% ... ATl C C%®(R), ya que todas las funciones del conjunto en
cuestién son infinitamente derivables con derivadas continuas.

A continuacién vamos a probar que el conjunto dado es LI por induccién en 3.

Sii =1, el conjunto {e**} es LI, porque tiene un sélo elemento (que no es la funcién nula).

Si i = 2 (no es necesario probar este caso pero lo vamos a hacer para fijar ideas) el conjunto
{eM® ¢*2?) también es LI. Supongamos que no, es decir supongamos que dicho conjunto es LD.
Entonces existe a; € R tal que

A2

e = q1eM* para todo z € R.

Equivalentemente, como e*2* > 0 para todo z (es decir nunca se anula), tenemos que

eAlx

_ (AM1=A2)z
=1 el

1 =aje para todo z € R.

Ahora, tomando limite a ambos lados de la igualdad anterior, tenemos que

1= lfm1= limaeM ) =0,
Tr—r0Q0 T—r00

donde usamos la sugerencia del problema. Por lo tanto llegamos a un absurdo y el conjunto
{eM® 227} no puede ser LD. Entonces es L.
Hipétesis inductiva (HI): para i =n — 1, el conjunto {eM®,e?2® ... eM-17) g LI



Con la HI, vamos a probar que para i = n el conjunto {eM®,e*2® ... eM—1% Al también es

LI. Supongamos que no, es decir que dicho conjunto es LD. Entonces, por hipotesis inductiva, no
queda otra que e*® sea una CL de los elementos de {e*®, e?2® ... e*-17) (antes de continuar,
pensar por qué pasa esto). Es decir, existen aq,--- ,a,—1 € R, tales que

6)\"1 — ale)\la: + a2€/\2x T an_le)‘”*l‘r.

Operando de la misma manera que para el caso i = 2, tenemos que

Alx Aox An_1T n—1
are’t” + age™*” + - -+ ap—1€ _
1= 5y n = E a;e AT para todo z € R.
ern®
i=1

Ahora, tomando limite a ambos lados de la igualdad anterior (como en el caso i = 2), tenemos que

n—1

1=1m1l= lim a;e
T—00 T—+00 4 7
1=

(Ni—=An)z _ 0’

donde usamos la sugerencia del problema. Por lo tanto llegamos a un absurdo y el conjunto
{e)‘lx, P e)‘""”} no es LD. Por lo tanto es LI y probamos lo que queriamos.
O

Bases de espacios vectoriales

Repasemos la definicion de base:

Definicién. Sea V un K-espacio vectorial, S € V un subespacio. El conjunto {vi,va,- - ,v.} es
una base de S si

i) vi,v9,-- U €S,
it) S = gen{vi,ve, -+ ,up},
i11) el congunto {vi,ve, -+ ,v,} es LI
En este caso, se define la dimension de S como dim(S) = |{v1,v2, -+ ,v.}| = r (es decir el

cardinal del conjunto {vi,ve, - ,v.}).

Ejercicio 1.17: Hallar una base y determinar la dimensién de cada uno de los siguientes
subespacios:

e) S={peRz]:p™ =0}.

Dem. Primero entendamos qué elementos de R[z] viven en S. Observar que p € R[z] pertenece a
S siy s6lo si p™ = 0. Donde p(™ denota la derivada n-ésima de p y 0 denota al polinomio nulo,
es decir el polinomio que vale 0 en todo punto (en otros ejercicios lo hemos notado como 0). Como



veran, tenemos en realidad una igualdad de polinomios (de funciones), es decir, p € S si y sélo si
p(”)(x) = 0 para todo x € R, donde ahora 0 denota al ntimero real 0.

Paréntesis para ver si se entendi6 lo de arriba

Es crucial entender cuando el 0 denota una funcién y cuando denota un nimero real dado que la
notacion del ejercicio no diferencia entre ambos casos, pero por contexto lo podemos inferir. Es decir
como p'™ es un polinomio, no tendrfa sentido la igualdad p{™ = 0 con 0 un ntmero real, porque
un polinomio y un niimero no se comparan. En cambio, como p() () es un numero real (es decir
al evaluar un polinomio en un punto z obtenemos un nimero real) en la igualdad p(™) () =0, el
simbolo 0 denota al ntimero real 0.

Fin del paréntesis

En conclusién, S contiene a todos los polinomios de grado menor o igual a n — 1 y al polinomio
nulo (que técnicamente no tiene grado). Esto es asi porque si el grado de p es n — 1 (o menor), su
derivada n-ésima es nula en todo x; por el contrario, si el grado de p es n o mayor, su derivada
n-ésima no se anula. Conclusién

S =R,_1[z] = {p € R[z] : grado(p) < n — 1} U{0}.

Una base de S podria ser Bs = {1,z,--- ,2" '} y dim(S) = n. O
Ejercicio de examen Consideremos V = C™ con cuerpo K = R y sean vy, va, -+ , vy € R?
(m vectores con todas sus componentes reales). Demostrar que el conjunto B = {v1, v, - , v} 1O

puede ser base de V.
Hay muchas maneras de demostrar este ejercicio. Propongo que piensen otras formas alternativas.

Dem. Lo voy a probar por el absurdo. Supongamos que B es una base de V. Entonces, dado v € C™,
existen ai,- - ,any € K =R tales que

v = a1v1 + agv2 + - - - + AU,

Entonces v € R" puesto que es la combinacién lineal real de m vectores de R™. Como v era cualquiera
concluimos entonces que C" C R"™ (basicamente porque cualquier vector v de C™ pertenece también

a R"). Eso claramente es absurdo, por ejemplo el vector v = [i 0 --- 0]7 € C" pero v ¢ R" (la
primera componente es no real). El absurdo se produjo por creer que B es una base de V. Por lo
tanto B no puede ser base de V. O

Igualdad de subespacios

Repaso de notacién: Sean A, B dos conjuntos, diremos que:
A C B, sipara cada x € A vale que ¢ € B.

A C B, siparacada z € A vale que x € B y existe z € B tal que z ¢ A.
A=B,siAC By BCA.

Si tenemos que los conjuntos S,7T son ademds subespacios de un K-espacio vectorial, vale la
siguiente propiedad que usaremos ampliamente:



Teorema 2. Sea V un K-espacio vectorial, S, T CV dos subespacios. Entonces S =T si y solo si

S CT ydim(S) =dim(T).

Dem. Una de las implicaciones es obvia. Porque si § = 7 entonces claramente S C 7 y dim(S) =
dim(7).

Reciprocamente, si S C 7 y dim(S) = dim(7). Veamos que S = 7. Lo vamos a probar por el
absurdo. Supongamos que S # T, esto significa que S C T (si no son iguales, como por hipdtesis
S C T no queda otra que S esté totalmente contenido en 7). Es decir, existe un vector z € T
pero z ¢ S. Supongamos que dim(S) = r y sea {s1,---,s,} una base de S. Entonces el conjunto
{s1,-+,8r,2} es LI (eso es porque z ¢ S, meditar por qué pasa eso) y ademds {s1, -+ ,s,,2} C T
puesto que s1,:--,8, € S C T. Entonces 7 contiene al menos r + 1 vectores LI, por lo tanto
dim(7) > r + 1, pero dim(7) = dim(S) = r, lo cual es absurdo (r no es mayor o igual que r + 1).
Por lo tanto S = T . O

Ejercicio de examen Sea V un K—espacio vectorial tal que dim(V) = n. Demostrar que:
i) n vectores LI de V forman una base de V.

ii) n vectores que generan V forman una base de V.

Dem. Probemos el item 7). El otro hacerlo de ejercicio.

Sea {v1, -+ ,v,} algin conjunto de n vectores de V linealmente independientes y supongamos
que NO son una base de V. Entonces gen{vy,---,v,} # V es decir los n vectores no generan V.
Entonces existe v € V tal que v & gen{vi,--- ,v,}. Entonces el conjunto {vy,ve,--- ,v,,v} es LL
Como V contiene un conjunto LI de n + 1 elementos, dim(V) > n + 1. Lo cual es absurdo, pues
dim(V) = n. Entonces el conjunto es una base de V. O

Ejercicio de examen Sean S = {p € R3[z] : p(1) = p'(1) = 0} y T = gen{x? + ma + 1,23 +
2?2 =5z + (5+m), —23 + (m + 3)2% + 2 — 1}. Hallar m € R (si existe) tal que S = T.

Dem. Como Sy T son subespacios, podemos usar el resultado anterior y probar para qué valores
de m se cumple que 7 C S y dim(S) = dim(7). Si pasa eso, entonces por el resultado anterior,
S=T.

Llamemos p(z) = 22 + mx + 1, q¢(z) = 23+ 22 - 52+ (5+m), r(z) = —23 + (m+3)z? + 2 — 1.
Entonces 7 C S siy sélo si p,q, 7 € S ( por qué?).

Verifiquemos si p € S. Evaluando p(1) = m+2 = 0 entonces m = =2y p'(1) =2(1)+m =2-2 =
0. Entonces m = —2 (si m toma otro valor, no hay manera de que 7 C S). Reemplazando m = —2,
tenemos que p(z) = 22 —2x+1, q(z) = 2> +2%2 —52+3, r(r) = —23+ 22+ 2 — 1. Falta verificar que
q,” € S (si eso no ocurre entonces no existe tal m y nunca podria pasar que S = 7). Verificando,
seve que ¢(1) =0, ¢'(1) =31+21-5=0yr(1) =0, (1) = =3.1+2.1+ 1 = 0. Entonces, si
m = —2, T C §. Falta verificar que para ese valor de m, vale que dim(S) = dim(7). En ese caso,
observar dim(S) = 2, pues S = gen{z® — 3z + 2,2% — 2z + 1}. Ademds, como q% = p, vale que
T = gen{p,q,r} = gen{q,r}. Como ¢ y r no son multiplos entonces son LI y dim(7") = 2 = dim(S).
Entonces, si m = —2 tenemos que S = 7. O



Anexo

La siguiente observacién intenta justificar por qué cuando se tiene una cantidad (finita) de
vectores de C" para verificar su independencia lineal basta con colocarlos en fila en una matriz,
triangular y ver si una (o maés) fila/s se anulan.

Observacién 1 Sea V un K-espacio vectorial y {v1,vs,--+ ,v,} € V un conjunto de vectores.
Entonces:
i) {vi,ve, -+ ,vi,-+ ,v5,---v} es LI y sélo si {vy,va, -+, 05, ,0;, - v} es LI Es decir la

independencia lineal de un conjunto no cambia si cambiamos el orden de los elementos del
conjunto.

ii) {v1,v2, -+, , 0.} es LI y sblo si {v1,va, -+ ,cv;,--- v} es LI, para todo ¢ € K\ {0}. Es
decir la independencia lineal de un conjunto no cambia si multiplicamos por un escalar no nulo
alguno de los vectores.

iii) {vi,v2, -+ v, -+ ,vj,- v} es LIy sélo si {v1,v2, - ,v4,- -+ ,vj+ Avi, - - - v, } es LI para todo
A € K (acd A puede ser 0). Es decir la independencia lineal de un conjunto no cambia si a un
vector lo reemplazamos por ese mismo vector sumado un multiplo de otro vector.

Vamos a probar el item #ii). Se recomienda probar los otros items que son més simples.

Supongamos que el conjunto {vq,ve,- -+ ,v;, - ,vj,---vr} es LL
Queremos ver que {vi,v2, - ,V;, -+ ,Vj+Avi,--- v, } con A € Kes LI Lo haremos por definicién.
Sean aq,a9, - ,a, € K tales que

ajvy + agva + - - + a;v; + - - aj(vy + Avi) + -+ - + apv. = Oy

Operando y sacando factor comuin vy, vs,- - ,v,, tenemos que:

a1v1+a2v2+---+(ai+aj)\)vi+--'—i—ajvj+~-+arvr:OV.

Nos quedé una CL de los vectores vy, v9,- -« , v, igualada a Oy. Entonces, usando la hipdtesis (es
decir que {vi,v2, -+ ,v;, -+ ,vj,--- v, } es LI), tenemos que, a1 =ag = -+ = (a; + a;A) = --- = a; =
- = a, = 0. Entonces, a; = —Aaj = —A0 = 0. Entonces, como concluimos que a1 = az = --- =

a; =---=aj; =--- = a, = 0 tenemos que {vy,va, -+ ,v;,---,vj + Avi,---v,} es LI y probamos lo
que queriamos (observar que \ era cualquier elemento del cuerpo K, por lo tanto, lo que probamos
vale para todo A € K).

Reciprocamente, supongamos que {vi,vg,- - ,v;, -+ ,v; + Avi,---v,} es LI para todo A € K.

Queremos ver que el conjunto {vi,va, -+ ,v;, -+ ,vj, -y} es LI. Observar que como la hipdtesis
vale para para todo A € K, basta tomar A = 0 y tenemos lo que queriamos probar.



